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1. Big Picture

この講義では, 特に断りのない限りラムゼータイプの既約型資本蓄積モデルを扱う. 離散時
間問題を決定論的な文脈で取り扱う. すなわち, 最大化問題 (あるいは変分問題)

sup

{ ∞∑

t=0

ut(kt, kt+1) | (kt, kt+1) ∈ Dt ⊂ Rn
+ × Rn

+, t = 0, 1, . . . , k0 : given

}

の解 k = (kt)∞t=0 が持つ動学的性質について学ぶ. 簡単化のため多くの場合で ut(·, ·) =

ρtu(·, ·) と書けるモデルに限定して分析する.

「動学的」性質という表現によって意図されていることは kt が時間 t の経過に伴ってど
のような挙動を示すかを調べるということである. 動学的問題の主要なテーマには次のよう
なものがある.

• t → ∞ の極限で kt はどのように振る舞うか?

– 収束? — どこに?

– 振動? — 周期的? 非周期的?

– 発散?

• 初期条件の大小関係がその後の成長経路にどのような影響をおよぼすか? [単調比較
動学]

– k0 ≥ k′0 が必ず k1 ≥ k′1 を導くのはどのようなケースか?

– あるいは, k0 > k′0 が k1 < k′1 を導くような経済モデルは存在するか?

• 初期条件のわずかな摂動がその後の成長経路にどのような影響をおよぼすだろうか?

– 摂動に対する反応は不連続的だろうか? 連続的だろうか? もし連続的であればそ
れは微分ができるほどに滑らかだろうか? [比較動学]
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– 摂動の影響は長期的には失われるだろうか? [安定性]

– あるいは摂動は長期的に拡大していくだろうか? [カオス]

2. 既約型モデルについて

対象になっている資本蓄積モデルについて, 既約型効用関数 ut の背後にある経済学的な解
釈をいくつか与えておこう.

例 1. 1部門モデル
無限期間生きる代表的個人が各期の瞬時的効用をそれぞれ現在時点で評価し, その総和を

最大化するように消費計画を立てるとしよう. 計画問題は 0期の期末 (初期時点) に解かれ
る. この時点では財 (資本であり消費財) を k0 の量だけ保有している. t − 1 期の期末資本
= t 期の期首資本は生産要素として利用され f(kt−1) が算出される. これが消費 ct ≥ 0 と投
資 kt ≥ 0 に分配されるので, ct + kt ≤ f(kt−1) が成り立たなければならない.1 なお, f(kt)

は t期の期首に一括で産出されると考えてもよいし, 1期の長さが経過した期末に産出され
るけれども産出見込みをもって消費が可能になるような (金融のある) 状況を考えてもよい
し, 時間を掛けて少しずつ産出されたものを少しずつ食べている状況を考えてもよい. 表 1

では, これらの変数間の関係をまとめている.

この代表的個人は ct の消費から瞬時効用 U(ct) を得る. 瞬時効用は割引率 ρ ∈ (0, 1) で
割り引かれ, 計画時点での効用に加法的に反映される. すなわち, 消費の系列 c = (ct)∞t=1 に
対して, 効用

∑∞
t=1 ρ

t−1U(ct)を得る. したがって, 制約条件を加味すると, 代表的個人の解
くべき最大化問題は次のものである.

sup

{ ∞∑

t=1

ρt−1U(ct) | 0 ≤ ct ≤ f(kt−1)− kt, kt ≥ 0, t = 1, 2, . . . , k0 : given

}
. (1)

次の 2変数関数を定義しよう:

u(x, y) = max {U(c) | c ≤ f(x)− y} .

表 1: 1部門モデルの時系列
期間 期首資本 当期産出量 当期消費量 期末資本
0 — — — k0
1 k0 f(k0) c1 k1 ≤ f(k0)− c1
2 k1 f(k2) c2 k2 ≤ f(k1)− c2
...

...
...

...
...

t kt−1 f(kt) ct kt+1 ≤ f(kt)− ct
...

...
...

...
...

1捨てることが望ましい場合には, ct + kt < f(kt) というこもあるかもしれないので, ct + kt = f(kt) をアプ
リオリには仮定できない.

2



x は期首資本, y は期末資本を表している. すなわち, u(x, y) は期首に x を保有し, 期末に
y を残す場合に, その期間内に最大限達成できる効用を表している. 定義域は次のように定
まる.

D =
{
(x, y) ∈ R2

+ | ∃c ≥ 0 : c ≤ f(x)− y
}
=
{
(x, y) ∈ R2

+ | y ≤ f(x)
}

U の単調性を仮定すれば ct = f(kt−1)− kt 以外で最大値を達成できないことは明らかであ
るから, 計画問題 (1)は

sup

{ ∞∑

t=1

ρt−1u(kt−1, kt) | (kt−1, kt) ∈ D, t = 1, 2, . . . , k0 : given

}
(2)

と同値な問題である. すなわち, 2つの計画問題は最大値が一致し, 一方の最適解からもう一
方の最適解を導出できる. たとえば (2) の解である最適資本経路 (kt)∞t=0 を得れば, 最適消
費計画 ct = f(kt−1)− kt を導出できる.

最後に, u の形状を確認しておこう. x′ ≥ x′′ かつ (x′′, y) ∈ D であれば f(x′) − y ≥
f(x′′)− y ≥ 0 より (x′, y) ∈ D である. さらに,

u(x′′, y) = max
c≤f(x′′)−y

U(c) ≤ max
c≤f(x′)−y

U(c) = u(x′, y)

も分かる. 同様にして, y′ ≤ y′′ かつ (x, y′′) ∈ Dであれば f(x) − y′ ≥ f(x) − y′′ ≥ 0 より
(x, y′) ∈ D. u(x, y′′) ≤ u(x, y′) が成り立つ. !

例 1 では資本減耗については考えていない. 次の例でこれを導入してみよう.

例 2. 1部門モデル (irreversible investment のケース)

期首資本 kt−1 を生産要素として投入すると財が f(kt−1) だけ産出され当期に消費できる
ことに加えて, 投入した資本 kt−1 の一部— dkt−1 とする—は次期に繰り越すこともできる
ケースを考える. もちろん 0 ≤ d ≤ 1 である. (1− d) は減耗率と呼ばれる.

財を自由に処分できるケースでは例 1の場合となんら変わらない. 例 1の f(kt) が f(kt)+

dkt に置き換わっただけである. 通常, 例 1 は減耗率が 1 であると称されることが多いけれ
ども, 生産関数 f が保存技術を含めていると考えてもよかったのであるから (f にはなんら
の仮定もまだ置いていなかったので), これらに本質的な違いはない.

しかし, 財を自由に処分できないケースでは事情が少し変わってくる.2 望むと望まざると
にかかわらず投入要素の一部が次期に持ち越されるので, 期末資本の下限が 0 より大きくな
るという形で影響を与えることになる (表 2). 制約集合として

D =
{
(x, y) ∈ R2

+ | dx ≤ y ≤ f(x) + dx
}

を考えることになる. !

2一旦, 資本が形成されると元に戻せないという意味で, irreversible investment のモデルといわれる. 1部門モ
デルの場合に正当化しようとすると, 残った資本はすぐには食べられないという想定が必要かもしれない (?)

3



表 2: 1部門モデルの時系列 (財を自由に処分できない)

期間 期首資本 当期産出量 当期消費量 期末資本
0 — — — k0
1 k0 f(k0) c1 dk0 ≤ k1 ≤ f(k0) + dk0 − c1
2 k1 f(k2) c2 dk1 ≤ k2 ≤ f(k1) + dk1 − c2
...

...
...

...
...

t kt−1 f(kt) ct dkt ≤ kt+1 ≤ f(kt) + dkt − ct
...

...
...

...
...

表 3: 多部門モデルのスナップショット
生産要素＼部門 消費財部門 資本財 j = 1, . . . , n 要素制約
資本財 i = 1, . . . , n ki0 kij

∑n
j=0 k

ij ≤ kit−1

労働 l0 lj
∑n

j=0 l
j ≤ 1

技術制約 ct ≤ f0(k10, . . . , kn0, l0) kjt ≤ f j(k1j , . . . , knj , lj) —

例 3. 多部門モデル
経済に 1個の消費財部門 (第 0部門) と n個の資本財部門とが存在するとしよう. 資本と

労働は部門間を自由に移動できるとする (生産要素の移動が自由に移動できる程度に 1期間
を長く設定していると考えてもよい). 労働供給は毎期 1と基準化する. t期の期首に存在す
る資本財 kt−1 = (k1t−1, . . . , k

n
t−1) と労働 1 を各部門に分配し, 当期の消費財 ctと資本財 (あ

るいは投資財) kt = (k1t , . . . , k
n
t ) が生産される. 第 j財 (j = 0, 1, . . . , n) の生産のために投

入される第 i財 (i = 1, . . . , n) の量を kij とし, 投入される労働を lj とする. 生産要素制約
により,

n∑

j=0

kij ≤ kit−1,
n∑

j=0

li ≤ 1 (3)

が成り立たなければならない. また, 第 j 部門の生産関数を f j とすれば

ct ≤ f0(k10, . . . , kn0, l0), (4)

kjt ≤ f j(k1j , . . . , knj , lj), j = 1, . . . , n (5)

が技術制約として要請される. これらをまとめたものが表 3である.

消費財の消費 cによってのみ効用 U(c) が得られると想定すれば, 瞬時効用は

u(kt−1, kt) = max
{
U(ct) | ∃kij , lj ∈ R+ such that (3), (4) and (5) hold.

}

とできる. 定義域は

D =
{
(kt−1, kt) ∈ R2n | ∃ct, kij , lj ∈ R+ such that (3), (4) and (5) hold.

}
.

!

4



ここまでは, 消費によってのみ効用が得られるケースを扱ってきた. すなわちフロー変数
のみから効用が得られる状況であるが, u(kt−1, kt) という形の既約型効用は (明らかに) よ
り広いクラスのモデルを扱うことができる.

例 4. 人的資本蓄積

Stokey et al. (1989, Section 5.8)から, 人的資本の成長モデルを見てみよう. ここでは, kt

が人的資本と解釈される. 生産のために ktht (ht ∈ [0, 1]) の人的資本 (時間) を投じること
で, f(ktht) の消費を行うことができる.

労働を行わない 1− ht の時間で人的資本形成のための活動を行う. ht = 1 (人的資本形成
を行わない) であれば人的資本は目減りして, kt+1 = (1− δ)kt となる. 一方, ht = 0 であれ
ば (すべての時間を人的資本形成にあてる), 次期には kt+1 = (1+ λ)kt の人的資本が得られ
る. 0 = φ(1− δ), 1 = φ(1 + λ) であるような単調減少関数 φ により ht = φ(kt+1/kt) とい
う関係が成り立っているものと仮定する. この場合の瞬時効用は

u(kt, kt+1) = U(f(ktφ(kt+1/kt)))

であり, 制約集合は

D = {(kt, kt+1) | (1− δ)kt ≤ kt+1 ≤ (1 + λ)kt}

となる. !

3. 力学系

経済動学系の解説に入る前に基本事項を確認しておこう.

3.1. 定義

X = Rm に Euclidノルムを導入する. X0 をX の閉部分集合とする. X0上の離散時間力学
系とは写像 F : X0 → X0 のことである. X0 を状態空間とよぶ. 初期状態 (あるいは初期値)

x0 = x が与えられたとき, その後の状態遷移

xt+1 = F (xt), t = 0, 1, . . .

が決定する. 通常, t は時間のパラメータとみなす. このシステムには確率的な要因が一切存
在せず, 任意の時点における状態がその後の状態遷移を完全に決定するので, このシステム
は決定論的力学系とよばれる. 再帰的に写像の繰り返し

F t(x) := F (F t−1(x)), F 0(x) ≡ x

を定義すれば, 各時点の状態を

xt = F t(x0), t = 0, 1, . . . (6)
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と表すことができる.

{xt}∞t=0 =
{
F t(x0)

}∞
t=0

を, x0 を初期状態とする軌道とよぶ.

x̄ が力学系 F の不動点あるいは平衡点であるとは,

x̄ = F (x̄)

が成り立つことをいう. 不動点 x̄ が漸近安定あるいは局所漸近安定であるとは, x̄ のある δ-

近傍B(x̄, δ) = {x ∈ X0 | ∥x− x̄∥ < δ} に含まれる点を初期値とする軌道が x̄ に収束する
ことをいう. すなわち,

∃δ > 0, ∀x ∈ B(x̄, δ) : F t(x) → x̄

が成り立つことをいう. 不動点 x̄ が Lyapunov安定であるとは, 不動点の近傍から出発した
軌道が近傍にとどまり続けることをいう. 形式的には

∀ϵ > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ B(x̄, δ) : F t(x) ∈ B(x̄, ϵ), t = 0, 1, . . .

が成り立つことと定義される. 漸近安定であれば Lyapunov安定である. Lyapunov安定で
ないとき, 不動点は不安定であるという. すなわち,

∃ϵ > 0, ∀δ > 0, ∃x ∈ B(x̄, δ), ∃t : F t ̸∈ B(x̄, ϵ)

が成り立ち, x̄の近傍のどの点を初期値としても軌道は必ず ϵ-近傍の外に出る.

X の部分集合M が不変多様体であるとは,

x ∈ M ⇒ F (x) ∈ M

が成り立つ滑らかな曲面であることをいう. 力学系の定義によると, 不変多様体に制限され
た力学系 F : M → M が定義できる. 写像の制限の記号を使って F |M と書く. 実用上は平
衡点 x̄ = F (x̄) を通る不変多様体に関心がある.

3.2. 線形力学系

力学系 F が線形であるとは, F : X → X が線形写像であることをいう. F が線形でないと
き, 力学系は非線形であるという. 線形力学系

xt+1 = Fxt, t = 0, 1, . . .

の原点は不動点である. 線形力学系のもっとも重要な性質はいわゆる重ねあわせの原理と呼
ばれる性質である. すなわち, x0 = αxα0 + βxβ0 に対する軌道は

{
F txα0

}
,
{
F txβ0

}
の 1次結

合となり, xt = αF txα0 + βF txβ0 が成り立つ.
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3.2.1. 線形力学系の固有値

原点の安定性は写像 F の固有値によって判断できる.

λ ∈ Cが F の固有値であるとは, ゼロでないベクトル vλ ∈ X + jX が存在して 3

Fvλ = λvλ

が成り立つことをいう. vλを固有値 λに対応する固有ベクトルという.

λ が実数であれば, vλ ∈ X であり, 部分空間 span {vλ} = {αvλ | α ∈ R} はある不変多
様体に含まれる (不変部分空間). |λ| < 1 であればこの部分空間に制限した力学系の原点は
漸近安定, |λ| > 1 であれば不安定である.

λ が実数でない場合には固有ベクトルはX の元ではないが, 同じく固有値である共役複素
数 λ̄をペアにして考えると不変部分空間を構成できる. λ = a+ jb, vλ = vRλ + jvIλ, a, b ∈ R,
vRλ , v

I
λ ∈ X とすると,

F (vRλ + jvIλ) = (a+ jb)(vRλ + jvIλ)

FvRλ + jFvIλ = (avRλ − bvIλ) + j(bvRλ + avIλ)

より,

FvRλ = avRλ − bvIλ, FvIλ = bvRλ + avIλ

が成り立つ. 共役複素数 λ̄ = a− jb に対応する固有値方程式 Fvλ̄ = λ̄vλ̄も同じ連立方程式
に帰着することが確認できる. 逆に, この連立方程式から Fvλ = λvλ, Fvλ̄ = λ̄vλ̄を導くこ
ともできる. ここで vRλ , v

I
λ が 1次独立であることに注意せよ. さもなくば, ゼロでない実数 s

が存在して vIλ = svRλ が成り立つ. すると, F (vRλ + jvIλ) = (1+ js)FvRλ = (a+ jb)(1+ js)vRλ
より FvRλ = (a + jb)vRλ が成り立つ.　したがって b = 0 でなければならないが, これは λ

が実数でないことに矛盾する. したがって固有値 λ, λ̄ が 2次元の不変部分空間M(λ, λ̄) =

span
{
vRλ , v

I
λ

}
=
{
x1vRλ + x2vIλ | x1, x2 ∈ R

}
に対応している. 写像F |M(λ,λ̄) を行列表示す

ると [
x1

x2

]
/→
[
a b

−b a

][
x1

x2

]

であり, 行列ノルムを計算すると

max
x2
1+x2

2=1

∥∥∥∥∥

[
a b

−b a

][
x1

x2

]∥∥∥∥∥ =
√

a2 + b2 = |λ| = |λ̄|.

したがって, この不変部分空間は |λ| < 1 のときに安定, |λ| > 1 のときに不安定である.

力学系全体の振る舞い見る上で, まず固有値がすべて相異なると仮定しよう. この場合, 相

3j は虚数単位.
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異なるm個の固有値に対応するm個の固有ベクトルは基底をなすから, スペクトル分解

x =
∑

λ

xλvλ

が可能であり, 直和分解 X = Es ! Ec ! Eu は自明なものである. ただし,

Es = span {vλ | |λ| < 1} ,

Ec = span {vλ | |λ| = 1} ,

Eu = span {vλ | |λ| > 1} .

それぞれ, 安定部分空間, 中心部分空間, 不安定部分空間という. この基底に関して F は対角
行列になる.

もう少し抽象的な観点から見てみると, 直和分解というのは, 任意の x ∈ X に対して一意
的な分解

x = xs + xc + xu

∈ ∈ ∈

Es Ec Eu

が可能であるということである. F の線形性により 力学系の時間発展をそれぞれ独立な 3

つの成分に分解することができる (重ねあわせの原理). 荒く言って次のように振る舞う.

F tx = F txs + F txc + F txu

↓ ↓ ↓
0 ? ∞

このような分解は固有値が重複していたとしても (つまり固有ベクトルで全空間を張れない
場合でも) 可能である. Jordan標準型の理論によれば F を λ に対応する不変部分空間上に
制限した写像は, 適当な基底のもとで, 対角行列 λI と冪ゼロ行列の和に分解できる. すなわ
ち, F の表現行列は Jordan細胞

Jm(λ) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

λ 1

λ 1
. . . 1

λ

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
∈ Rm×m
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を並べたブロック対角行列になり (m は固有値の重複度によって決まる), 各 Jordan細胞は,

Jm(λ) = λIm + Jm(0)

=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

λ

λ
. . .

λ

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
+

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

0 1
. . . 1

0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦

と分解できるので, Jm(0)m = 0 に注意すると,

Jm(λ)t = (λIm + Jm(0))t

= λtIm +

(
t

t− 1

)
λt−1Jm(0) + · · ·+

(
t

1

)
λJm(0)t−1 + Jm(0)t

=

min{t,m−1}∑

r=0

(
t

t− r

)
λt−rJm(0)r.

2項係数 (
t

t− r

)
= t · (t− 1) · · · (t− r + 2) · (t− r + 1)

は t の多項式である. 一方 λt−r の項は指数的に増大・減少するので, t → ∞ の極限では
λt−r の効果が支配的になる. したがって, |λ| > 1 の場合に発散し, |λ| < 1 の場合に収束す
るという漸近挙動に変わりはない. 基底の選び方などの詳細な議論は比較的高度になるので
省略する.

事実 5. 線形力学系 F の固有値がすべて 1より小さい絶対値を持つとき (dimEs = m), 原
点は漸近安定である. 固有値の絶対値で 1より大きいものがある (dimEu > 0) 場合は不安
定. その他のケースでは中心部分空間の構造に依存する.

3.2.2. 自己回帰モデル

y0, y1, . . . , yn−1 ∈ R を所与とする. 時系列 (yt)∞t=0 ⊂ R が

yt = a1yt−1 + a2yt−2 + · · ·+ anyt−n, t = n, n+ 1, . . . , a1, . . . , an ∈ R (7)

によって決定されるとき, このモデルを n次の自己回帰モデルとよぶ.

xt :=

⎡

⎢⎢⎣

yt
...

yt−n+1

⎤

⎥⎥⎦ ∈ Rn
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と定義すれば, 線形力学系

xt+1 =

⎡

⎢⎢⎣

yt+1
...

yt−n+2

⎤

⎥⎥⎦ =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

a1 · · · an−1 an

1 0 · · · 0
. . .

. . .

1 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎣

yt
...

yt−n+1

⎤

⎥⎥⎦

=: Axt

を得る. A の固有値は

det(λI −A) = det

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

λ− a1 · · · −an−1 −an

−1 λ · · · 0
. . .

. . .

−1 λ

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
= 0

を満たす複素数 λのことである. 行列A の特性多項式を計算すると,

det(λI −A) = (λ− a1)λ
n−1 + det

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

−a2 −a3 · · · −an

−1 λ
. . .

. . .

λ

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦

= λn − a1λ
n−1 − a2λ

n−2 − · · ·− an−1λ− an

したがって, 特性方程式は

λn = a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0

である. これは式 (7)を形式的に yt+r−n = λryt−n, r = 0, . . . , n, と置き換えて yt−n で割っ
たものと見ることができる. つまり, この λ は変数が指数的に増大・減少するように初期値
を選んだとすればどのような変化率が許容されるかを表している. 相異なる n 個の λ が存
在する場合には指数的に増大・減少する独立な n 個の初期値が見つかり, そこから出発する
指数的に増大・減少する軌道を重ねあわせたものが一般の初期値から出発する軌道となる.

3.3. 非線形力学系の線形化

微分可能な非線形力学系に対して平衡点まわりの線形近似を考えよう. x̄ = F (x̄) なる平衡
点に対して

xt+1 − x̄ = F (xt)− x̄

= F (xt)− F (x̄)

= DF (x̄)(xt − x̄) + f(xt − x̄)
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と変形し, yt = xt − x̄ とおくと同値な力学系

yt+1 = DF (x̄)yt + f(yt)

を得られる. ここで, f(0) = 0, Df(0) = 0 が成り立つ. F のヤコビ行列 DF (x̄) の固有値は
F の x̄における特性根という. 線形力学系 y /→ DF (x̄)y は次に述べる意味で非線形力学系
x /→ F (x) を近似している.

定理 6 (Hartman–Grobman). DF (x̄) は双曲型かつ detDF (x̄) ̸= 0, f は x̄ で微分可能で
あるとする. このとき, 連続かつ逆も連続な写像 h : X → X があって, 原点の近傍で

DF (x̄)y + f(y) = h−1 ◦DF (x̄) ◦ h(y)

が成り立つ.

上の定理によれば, 双曲型の不動点の近傍の安定性・不安定性は線形化システムによって
決定できる. 漸近挙動については次の式を見れば一目瞭然だろう.

yt = (h−1 ◦DF (x̄) ◦ h)t(y0)

= h−1 ◦DF (x̄)t ◦ h(y0).

この式を線形力学系の座標変換の公式 (8) と見比べてほしい. Hartman–Grobmanの定理に
よると双曲型の不動点近傍では連続 (一般には非線形) な座標変換 hが存在して, システム
の挙動が線形システムと同等 (一方のシステムに対する微小な変化が, もう一方のシステム
に対する微小な変化を引き起こす) になる. 通常このような性質を 2つのシステムは位相共
役であると表現される.

実は線形化された力学系の安定部分空間 Es に接し, Es ど同一の次元をもつ不変多様体
M s が存在する. これを安定多様体とよぶ. M sに制限された力学系 F |Ms の平衡点は安定
である. また, 不安定部分空間 Euに接する不安定多様体Muの上では時間を反転させた力
学系 F |−1

Mu が安定となる.

事実 7. 平衡点 x̄ のまわりに安定多様体M s(x̄) と不安定多様体Mu(x̄) が存在し, それぞれ
DF (x̄) の安定部分空間 Esと不安定部分空間 Euと同じ次元をもつ. Es, Eu の原点を x̄に
移動すれば, EsとM s, EuとMu は x̄ で接している.

中心部分空間に接する中心多様体と呼ばれる局所不変多様体は分岐理論で重要な役割を果
たす.

A. 行列

A.1. 表現行列

行列とは線型写像を特定の基底について表現したものである. 行列の性質や力学系を研究す
る上で, 背後にある線形写像を意識しておくと役に立つことが多い.　X,Y を K上の有限
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次元線形空間, f : X → Y を線形写像とする. X,Y の基底
[
v1 · · · vn

]
,
[
w1 · · · wm

]

を適当に選び順序を固定しておく. f(v1), . . . , f(vn) を Y の基底で展開すれば,

f(v1) = a11w1 + · · ·+ am1wm,

...

f(vn) = a1nw1 + · · ·+ amnwm

と書ける. 簡潔に

[
f(v1) · · · f(vn)

]
=
[
w1 · · · wm

]
⎡

⎢⎢⎣

a11 · · · a1n
. . .

am1 · · · amn

⎤

⎥⎥⎦

と書くことも多い. 係数を並べたもの
⎡

⎢⎢⎣

a11 · · · a1n
. . .

am1 · · · amn

⎤

⎥⎥⎦

を線形写像 f の表現行列と呼ぶ.

行列とベクトルの積を導出しよう. x ∈ X を x = x1v1 + · · · + xnvn と展開すれば
(x1, . . . , xn ∈ K), f(x) の Y 上の展開

f(x) = x1f(v1) + · · ·+ xnf(vn)

= (a11x1 + · · ·+ a1nxn)w1 + · · ·+ (am1w1 + · · ·+ amnwn)wm

を得る. 同型関係

X ≃ Kn =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎡

⎢⎢⎣

x1
...

xn

⎤

⎥⎥⎦ : x1, . . . , xn ∈ K

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
, Y ≃ Km =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎡

⎢⎢⎣

y1
...

ym

⎤

⎥⎥⎦ : y1, . . . , ym ∈ K

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

に注意すれば, 線形写像 f : X → Y は, 線形写像 Kn → Km を次のように定義しているこ
とが分かる: ⎡

⎢⎢⎣

x1
...

xn

⎤

⎥⎥⎦ /→

⎡

⎢⎢⎣

y1
...

ym

⎤

⎥⎥⎦ =

⎡

⎢⎢⎣

a11x1 + · · ·+ a1nxn
...

am1x1 + · · ·+ amnxn

⎤

⎥⎥⎦ .
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このように線形写像 Kn → Kmを定義してやると, 行列とベクトルの積の定義
⎡

⎢⎢⎣

a11 · · · a1n
. . .

am1 · · · amn

⎤

⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎣

x1
...

xn

⎤

⎥⎥⎦ =

⎡

⎢⎢⎣

a11x1 + · · ·+ a1nxn
...

am1x1 + · · ·+ amnxn

⎤

⎥⎥⎦

が自然なものであることが分かる. 行列と行列の積についても, ベクトル空間X,Y, Z, 線形
写像 f : X → Y, g : Y → Z を合成した写像 g ◦ f : X → Z に対する行列表示を考えれば
よい.

A.2. 基底の変更
[
v1 · · · vn

]
,
[
v′1 · · · v′n

]
をX の 2つの基底とする. v′1, . . . , v

′
n を v1, . . . , vn で展開し

たときに

v′1 = φ11v1 + · · ·+ φn1vn,
...

v′n = φ1nv1 + · · ·+ φnnvn

と出来たとしよう. 通常, これを

[
v′1 · · · v′n

]
=
[
v1 · · · vn

]
⎡

⎢⎢⎣

φ11 · · · φ1n

. . .

φn1 · · · φnn

⎤

⎥⎥⎦ =:
[
v1 · · · vn

]
Φ

と表現する. 基底の変換行列 Φ は全単射である. f の線形性より,

[
f(v′1) · · · f(v′n)

]
=
[
f(v1) · · · f(vn)

]
Φ

が成り立つことに注意しておく. 同様に
[
w1 · · · wm

]
,
[
w′
1 · · · w′

m

]
を Y の 2つの基

底として変換行列をΨとする.

[
w′
1 · · · w′

m

]
=
[
w1 · · · wm

]
Ψ

線形写像 f : X → Y を基底
[
v1 · · · vn

]
,
[
w1 · · · wm

]
に関して表現した行列をA と

すると,

[
f(v′1) · · · f(v′n)

]
=

[
f(v1) · · · f(vn)

]
Φ

=
[
w1 · · · wm

]
AΦ

=
[
w′
1 · · · w′

m

]
Ψ−1AΦ
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が成り立つ. したがって, f : X → Y を基底
[
v′1 · · · v′n

]
,
[
w′
1 · · · w′

m

]
に関して表現

した行列はΨ−1AΦ である. 座標に関する表現も確認しておこう.

⎡

⎢⎢⎣

x1
...

xn

⎤

⎥⎥⎦ = Φ

⎡

⎢⎢⎣

x′1
...

x′n

⎤

⎥⎥⎦ ,

⎡

⎢⎢⎣

y1
...

ym

⎤

⎥⎥⎦ = Ψ

⎡

⎢⎢⎣

y′1
...

y′m

⎤

⎥⎥⎦

によって線形写像の表現は
⎡

⎢⎢⎣

y′1
...

y′m

⎤

⎥⎥⎦ = Ψ−1

⎡

⎢⎢⎣

y1
...

ym

⎤

⎥⎥⎦

= Ψ−1A

⎡

⎢⎢⎣

x1
...

xn

⎤

⎥⎥⎦

= Ψ−1AΦ

⎡

⎢⎢⎣

x′1
...

x′n

⎤

⎥⎥⎦

と変更される.

A.3. 力学系の座標変換

X ≃ Rn 上の線形力学系
xt+1 = Fxt, t = 0, 1, . . .

は基底によらずに定義されるものである. しかし, 通常は行列表現
⎡

⎢⎢⎣

x1,t+1
...

xn,t+1

⎤

⎥⎥⎦ =

⎡

⎢⎢⎣

a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

⎤

⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎣

x1,t
...

xn,t

⎤

⎥⎥⎦ =: A

⎡

⎢⎢⎣

x1,t
...

xn,t

⎤

⎥⎥⎦

を考えることの方が多いだろう. この場合は, 標準基底

In =
[
e1 · · · en

]

を考えれば前節と同じ議論を展開できる.

⎡

⎢⎢⎣

x1
...

xn

⎤

⎥⎥⎦ = x1e1 + · · ·+ xnen.
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Es, Ec, Eu に対する基底をそれぞれ
[
vs1 · · · vsns

]
,
[
vc1 · · · vcnc

]
,
[
vu1 · · · vunu

]
とす

る. X = Es ! Ec ! Eu より
[
vs1 · · · vsns

vc1 · · · vcnc
vu1 · · · vunu

]

はX の基底である:

x =
ns∑

r=1

ysrv
s
r +

nc∑

r=1

ycrv
c
r +

nu∑

r=1

yur v
u
r ∈ X.

F (Es) ⊂ Es, F (Ec) ⊂ Ec, F (Eu) ⊂ Eu なので,

F (vsk) =
ns∑

r=1

bskrv
s
r , k = 1, . . . , ns,

F (vck) =
nc∑

r=1

bckrv
c
r, k = 1, . . . , nc,

F (vuk ) =
nu∑

r=1

bukrv
u
r , k = 1, . . . , nu.

この基底で表現された F はブロック対角行列になる.

座標変換を
⎡

⎢⎢⎣

x1
...

xn

⎤

⎥⎥⎦ = Φ
[
ys1 · · · ysns

yc1 · · · ycnc
yu1 · · · yunu

]T
=: Φ

⎡

⎢⎢⎣

y1
...

yn

⎤

⎥⎥⎦

とすれば,
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⎡

⎢⎢⎣

y1,t+1
...

yn,t+1

⎤

⎥⎥⎦ = Φ−1AΦ

⎡

⎢⎢⎣

y1,t
...

yn,t

⎤

⎥⎥⎦ (8)

=

⎡

⎢⎣
Bs

Bc

Bu

⎤

⎥⎦

⎡

⎢⎢⎣

y1,t
...

yn,t

⎤

⎥⎥⎦

:=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bs11 · · · bs1ns

...
. . .

...

bsns1 · · · bsnsns

bc11 · · · bc1nc

...
. . .

...

bcnc1 · · · bcncnc

bu11 · · · bu1nu

...
. . .

...

bunu1 · · · bununu

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡

⎢⎢⎣

y1,t
...

yn,t

⎤

⎥⎥⎦ .

Bs ∈ Rns×ns の固有値はすべて絶対値が 1より小さい, Bc ∈ Rnc×nc は 1と等しく, Bu ∈
Rnu×nu は 1より大きい. したがって,

∥∥∥∥
[
ys1,t · · · ysns,t

]T∥∥∥∥ =

∥∥∥∥(B
s)t
[
ys1,0 · · · ysns,0

]T∥∥∥∥→ 0
∥∥∥∥
[
yc1,t · · · ycnc,t

]T∥∥∥∥ =

∥∥∥∥(B
c)t
[
yc1,0 · · · ycns,0

]T∥∥∥∥→?
∥∥∥∥
[
yu1,t · · · yunu,t

]T∥∥∥∥ =

∥∥∥∥(B
u)t
[
yu1,0 · · · yunu,0

]T∥∥∥∥→ ∞.
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